Esercizi di Algebra Lineare,
C.S. in Matematica, a.a.2007-08.

MATRICI E SISTEMI LINEARI (1 oTT. 07)

1 1 1 0
Es. 1. Esiste A € M3(R) tale che [O 0 ] A = [ ]?

1 -1 1
] 7 B - [ 0 ] .
1 -1 -1 0

Stabilire quanti elementi hanno gli insiemi

Es. 2. In M5(R) siano A=

{A" | ne N"}, {B" | ne N"}, {(BA)" | neN*"}

Es. 3. Siano A € M,, ,(R),B € M, ,(R),C € M, ,(R). Provare che (AB)C = A(BC).

2

Es. 4. Stabilire se in M3(R) la matrice A = 0

¢ invertibile.

01 0
Es.5.Data A=| 0 0 1 | € M3(R), provare che A3 =513 e determinare A" e A~!.
5 0

Es. 6. Per ciascuna delle seguenti matrici reali trovare una matrice totalmente ridotta per righe equivalente

per righe ad essa.

0 2 0
01 01 1 111 11 -1 1 ) 0
o012, |1102{, (22 1 0],

0 -1 3 0
01 2 0 1 0 0 3 11 2 -1

2 1 5 -3

Es. 7. Per ciascuna matrice A dell’esercizio precedente scrivere il sistema lineare che ha A come matrice

completa e descrivere le sue soluzioni.

Es. 8. Determinare le soluzioni reali del seguente sistema lineare nelle incognite x1,x2, x3, T4, 5 .

5x3 + 15x5 = 5
200 +4x3 4+ Txgs+25 = 3
To + 23 + 324 = 1
To+2x3+4x4+25 = 2

Es. 9. Discutere e risolvere al variare di a,b € R 1i sistemi lineari

T+ 2y — 32 = 4 r+2y—z4+w = 1
3r —y+ 5z = 2 , ax+y+z+w = b
dr+y+ (a2 —-14)z = a+2 3r+2y +aw = l+a
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SOLUZIONE DI ALCUNI ESERCIZI
a+c b+d

1 1
si ha A =
0 0 0 0

prodotto ha 0 nel posto (2,1) mentre la matrice nella parte destra dell’uguaglianza richiesta ha nello

a b

c

Es. 1 Se A= ; siccome, qualunque sia A, questo

stesso posto 1, si conclude che non esiste alcuna matrice A € M»(R) che soddisfa la condizione data.
<

0 0

Es. 2 Siha A% =
0 0

] =0 #A e, perogni n>2, A" = A2 A2 = O, quindi il primo insieme ha
due elementi.

Si ha B? = , B3=B?B = . Siaora n>4;se n eun

-1 0 0 —1 . 10
e B :IQZ
0 -1 1 0 0 1

multiplo di 4, allora n =4t e B" = (B*)! = I} = I, altrimenti n = 4t +r con r € {1,2,3} e allora
B"™ = B**" = (B*)! B" = B" e quindi il secondo insieme ha 4 elementi.

1 -1 2

Poniamo C' = BA = . Siha C? =

-2
) ] =2.C equindi C® =C?C =2-C? =22.C.

Proviamo per induzione su n che C™ = 2"~!.(C per ogni n > 1: Paffermazione ¢ banalmente vera per
n = 1; inoltre se vale C® =2"~1.C, allora C"*!' =C"C =2""1.C%? =27 . C e cid completa la prova.
Gli elementi del terzo insieme sono percio C,2-C,22-C,...,2" - C,..., tali elementi sono a due a due

distinti e pertanto l'insieme & infinito. <

Es. 3 Siano A = (a;5), B = (b;j), C = (c;j) e poniamo D = AB = (d;j) € My, ,(R), E = BC =
(eij) € My 4(R) e confrontiamo I'elemento di posto (s,t) in DC con quello in AE': il primo si ottiene

moltiplicando la riga s di D con la colonna ¢ di C' quindi e

P p n P n
> denene =Y < askbkh> che=)_ ( sbkn Cht) (1)
h=1 k=1 k=1

h=1 = h=1 =

L’elemento di posto (s,t) in AFE si ottiene moltiplicando la riga s di A per la colonna ¢ di E, quindi

e:

n n 4 n P
> askere =Y au (Z bkhcht> => ( askbrn Cht) (2)
k=1 k=1 h=1 h=1

k=1

Per provare che (1) = (2) si consideri la tabella con p righe e n colonne che ha nel posto (h, k) il numero
reale aspbip cpy € si osservi che in (1) si calcola la somma di tutti gli elementi della tabella sommando
prima gli elementi di ciascuna riga e poi i valori parziali cosi ottenuti, mentre nella (2) si calcola la stessa
somma procedendo prima a sommare gli elementi di ciascuna colonna. <

a b

Es. 4 Sia B = p ] € M5(R) ; Imponendo che A B = I5 si hanno le seguenti condizioni su a,b,c,d:

c
2a+c=1, 2b4+d=0, 3¢c=0, 3d=1 che sono verificate se e solose ¢ =0, d=1/3, a=1/2 e
1/2 —1/6
0 1/3
I'inversa di A. |

b=-1/6. Orase B = si verifica subito che BA = I, e quindi A é invertibile e B ¢

Es. 5 A7 = AA%A = (5I3) (513) A = 2513 A = 25A. Da A® = 5I3 segue che I3 = (£ A?) A =

A (%AQ) , quindi A7 = éAQ. <
Es. 6 Si ha:
010 1 001 0 1 | me2re [0 1 0 1] p,0n, [0 1 00
— —5R — 3
00 1 2| ™ o0 1 2 =2 oo 12| ™ oo 1 o0
01 2 0 00 2 -1 000 1 00 0 1
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Per la seconda matrice si ha:

(11 1 1] am [0 1 ] PR [ 1 1 1 | g h [T 00 3
1102 ™ 1o 0 -1 1] =& Jo11 2™ o110 -1
1 0 0 3 0 -1 -1 2 0 0 1 -1 0 0 1 -1
Per la terza matrice si ha:
11 =1 1 | poop, |1 1 -1 1 11 -1 1 1R, |1 1 0 1/3
202 1 o | " oo 3 —2| ™ loo0 3 —2f "9 01 —23
1 1 2 -1 0 O —2 0 0 0 O 0
) <
T2 = 1 Tro = 1
Es. 7 a) T3 = 2 equivalente al sistema 3 = 2 che non ha soluzioni.
ro+x3 = 0 0 =1
r1+xo+a3 = 1 Z1 3
b) 1 + o = 2 equivalente al sistema 9 = —1 chehal’unicasoluzione (3,—1,—1).
T = 3 r3 = -1
T1+To—T = 1
! 2 3 . . r1+x9y = 1/3
c) 201 +2204+23 = O equivalente al sistema 2/3
x = -
r1+x2+223 = -1 °
le cui soluzioni sono: 7 =1/3—1t, x93 =1t, 23 =—-2/3 con t € K . |
0 05 0 15|5
. .0 24 7 1]3 . . -
Es. 8 La matrice completa e 01 23 ol1 ; riducendola totalmente per righe (con le operazioni
01 2 4 1|2
elementari E1’4 y Eg’l(—2) s Eg’l(—l) 5 E274 5 E2(1/5) 5 E?)(—].) 5 E473(1) 5 Elyg(—4) 5 E1’2(—2) ) si ottiene
01 00 —-9|—-4
To — 91‘5 = —4
0010 3 oo o . . .
00 0 1 ) ; il sistema dato & quindi equivalente al sistema lineare r3+3x5 = 1
T4 + x5 = 1
0 0 00O 0 0
le cui soluzioni reali sono (x1,x2, x3,24,25) = (s,—4 +9t,1 —3t,1 —t,t), con s,t€R . <

Es. 9 Operando sulle righe della matrice completa ( Ry — 3Ry, R3 — 4Ry, —Rs, —R3, R3— Ro, —R3)
1 2 -3 4

si ottiene la matrice | 0 7 —14 10
0 0 a®>—16|a—14

Ora se a = 4, l'ultima riga ¢ nulla e il sistema e equivalente a { T2y -3 = A che ha oot
Ty—14z = 10
soluzioni (z,y,2) = (£ — ¢, +2t,¢) con t € R.
Se a = —4, il sistema e incompatibile, mentre se a # 44 riducendo totalmente per righe la matrice
1 0 0|m
precedente si ottiene | 0 1 0|~ |, dove 7 = ?&1245) Y2 = 17(221231 , V3= %H e il sistema ha come
0 0 1|3

unica soluzione (v1,72,73) - b
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